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1. ВВЕДЕНИЕ
Уравнения неразрывности и изменения количества движения, описывающие течения вязкой
несжимаемой жидкости, образуют смешанную систему уравнений эллиптически#параболиче#
ского типа относительно скорости и давления. При этом уравнение неразрывности содержит
лишь компоненты скорости, в связи с чем нет прямой связи с давлением, которая для сжимае#
мых течений осуществляется через плотность (см. [1]). Методы решения уравнений Навье–
Стокса для вязкой несжимаемой жидкости делятся на методы, использующие процедуру коррек#
ции давления (Pressure#based method), и методы, основанные на принципе расщепления неиз#
вестных (Pressure#velocity coupling).
Для моделирования течений вязкого сжимаемого газа в широком диапазоне чисел Маха при
наличии низкоскоростных подобластей течения (зоны торможения и присоединения потока,
рециркуляционные области) используются полные уравнения Навье–Стокса. Численное реше#
ние уравнений Навье–Стокса для сжимаемого газа при малых числах Маха сталкивается с рядом
трудностей вычислительного характера, которые заключаются в ухудшении сходимости и паде#
нии точности численного решения задачи.
Для устранения вычислительных трудностей, возникающих при моделировании низкоско#
ростных течений, широкое применение находят методы предобусловливания (Preconditioning)
исходных уравнений, направленные на выравнивание порядков собственных значений якобиа#
на при всех M < 1 (см. [2]–[7]). Предобусловливание модифицирует члены с производной по вре#
мени в уравнениях изменения количества движения (жесткость проявляется на дифференциаль#
ном уровне). При установлении решение модифицированной (предобусловленной) системы
совпадает с решением исходных уравнений газовой динамики. Метод, позволяющий исключить
жесткость предобусловленных уравнений Навье–Стокса, возникающую в расчетах на сетках с
вытянутыми ячейками в пограничном слое, предлагается в [8]. Обзор и сравнительная характе#
ристика различных подходов к предобусловливанию уравнений газовой динамики даются в [6],
[7], [9]. Для моделирования нестационарных течений применяется метод двойных шагов по вре#
мени (Dual time#stepping) (см. [10], [11]) На каждом шаге интегрирования по физическому вре#
мени (Physical time) вводятся дополнительные итерации по искусственному времени (Pseudo#
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time). Для интегрирования по физическому времени (внешние итерации) и по искусственному
времени (внутренние итерации) используются различные разностные схемы (например явные
или неявные), а для ускорения сходимости внутренних итераций – различные подходы
(см. [12]–[14]) (например многосеточный метод или сглаживание невязки). В [15] метод двой#
ных шагов по времени модифицируется таким образом, чтобы использовать многошаговые раз#
ностные схемы по физическому времени. Решение сложных задач различного класса приводится
в [16], а сравнение различных подходов – в [17].
Исследование устойчивости показывает, что шаг интегрирования по искусственному времени
составляет 2/3 шага по физическому времени (см. [18]), что приводит к медленной скорости схо#
димости при имеющихся ограничениях на шаг по физическому времени, например при исполь#
зовании явных разностных схем. Для устранения ограничений на шаг по времени находят при#
менение неявные схемы как по физическому, так и по искусственному времени (Fully implicit du#
al time#stepping scheme) (см. [19], [20]).
В данной работе развивается метод предобусловливания уравнений Навье–Стокса и подход к
расчету свободноконвективных течений вязкого сжимаемого газа в рамках процедуры двойных
шагов по времени. Для построения матрицы предобусловливания применяется подход, предло#
женный в [5] и основанный на использовании физических переменных (в качестве одной из фи#
зических переменных принимается температура). Возможности подхода демонстрируются на
примере решения модельной задачи свободной конвекции.
2. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ОБЪЕМОВ
В консервативных переменных уравнение, описывающее нестационарное течение вязкого
сжимаемого газа, записывается в виде
(1)
где U, F и H представляют собой вектор консервативных переменных, вектор потоков и источ#
никовый член. Источниковый член H учитывает действие массовых сил и имеет вид
где g = {gx, gy, gz} – ускорение свободного падения.
Интегрируя уравнение (1) по контрольному объему V с границей ∂V, ориентация которой за#
дается внешней единичной нормалью n, и применяя теорему Гаусса#Остроградского, получаем
(2)
Для дискретизации уравнений Навье–Стокса, записанных в виде (2), используется метод ко#
нечных объемов на неструктурированной сетке (контрольный объем центрируется относитель#
но узла сетки). Для дискретизации по времени применяются явные и неявные разностные схе#
мы. Дискретизация невязких потоков осуществляется при помощи схемы Рое, а вязких потоков –
при помощи центрированной схемы 2#го порядка точности. Некоторые детали реализации ме#
тода конечных объемов обсуждаются в [9], [21] (в разработанном подходе не делается различий
между структурированными и неструктурированными сетками).
3. МЕТОД ПРЕДОБУСЛОВЛИВАНИЯ
При моделировании низкоскоростных течений в рамках модели несжимаемой жидкости вме#
сто консервативных переменных U используются физические переменные Q. Выбор примитив#
ных переменных обеспечивает точный расчет градиентов скорости при дискретизации вязких
потоков, а также градиента давления при дискретизации конвективных потоков.
Уравнения, описывающие течение вязкого сжимаемого газа при малых числах Маха, записы#
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Матрица предобусловливания представляется в виде (см. [21])
где Н = cpT + |v|2/2. При этом δ – 0 для идеального газа и δ = 1 для несжимаемой жидкости.
Под cp понимается удельная теплоемкость при постоянном давлении. Производная от плотно#
сти по давлению при постоянной температуре и производная от плотности по температуре при
постоянном давлении находятся из соотношений
Параметр Θ находится из соотношения
где Ur – скорость распространения возмущений давления. Параметр Ur выбирается так, чтобы
собственные значения якобиана были одного порядка с конвективными и диффузионными мас#
штабами (см. [5]). Для идеального газа ρp = 1/RT = γ/c2, а для течений с постоянной плотностью
ρp = 0.
4. МЕТОД ДВОЙНЫХ ШАГОВ ПО ВРЕМЕНИ
В расчетах нестационарных течений вязкого сжимаемого газа производная по времени в урав#
нении (3) при t  ∞ к нулю не стремится, поэтому в уравнение (2) добавляется член с производ#
ной по искусственному времени (метод двойных шагов по времени). Уравнение (3) принимает
вид
(4)
где t – физическое время, τ – искусственное время. Решение системы уравнений (4) является ре#
шением исходной системв1 уравнений (2), если на каждом шаге по физическому времени член с
производной по искусственному времени стремится к нулю. Для расчета одного шага по физи#
ческому времени выполняется несколько шагов по искусственному времени до тех пор, пока ре#
шение не перестанет изменяться (пока не будет достигнут заданный уровень невязки).
4.1. Явная схема
Дискретизируя в уравнении (4) производные по физическому времени с первым или вторым
порядком точности, а производные по искусственному времени – с первым порядком точности,
для контрольного объема i получаем (для упрощения записи индекс i опускается)
(5)
При этом a0 = a1 = 1/2, a2 = 0 для схемы 1#го порядка и a0 = 3/2, a1 = 2, a2 = 1/2 для схемы 2#го
порядка. Невязка находится из соотношения
Γ
Θ 0 0 0 ρT
Θvx ρ 0 0 ρTvx
Θvy 0 ρ 0 ρTvy
Θvz 0 0 ρ ρTvz
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Индекс n относится к слою по физическому времени, а индекс k представляет собой внутренний
индекс итераций по искусственному времени. Под Γn понимается матрица предобусловливания,
вычисленная в контрольном объеме i на слое n по времени.
После перегруппировки слагаемых в уравнении (5) получим
При этом учитывается, что Uk – 1 = (∂U/∂Q)nQk – 1. Переменные на итерации k по псевдовремени
находятся из соотношения
Матрица K–1 имеет вид
где m = a0Δτ/Δt. Структура матрицу K–1 приводится в приложении.
При использовании для дискретизации по псевдовремени схемы Рунге–Кутты 2#го порядка
внутренний цикл записывается в следующем виде:
При этом структура матрицы K не изменяется.
За начальное приближение решения на итерации k – 1 по псевдовремени выбирается реше#
ние на текущем слое по времени (Qk – 1 = Qn). Выполняется внутренний цикл по итерациям k на#
ходится решение Qk. Внутренние итерации на каждом слое по физическому времени обеспечи#
вают стремление к нулю производной по псевдовремени. Во внутреннем итерационном цикле
векторы Qn – 1 и Qn полагаются постоянными, а вектор Qk рассчитывается исходя из решения Uk,
полученного на итерации k. Условием прекращения итерационного процесса служит как дости#
жение заданного количества итераций, так и выполнение критерия сходимости (минимальное
значение нормы невязки не превосходит заданной точности). За решение на следующем времен#
ном слое n + 1 выбирается решение на итерации k (Qn + 1 = Qk).
Шаг по физическому времени Δt выбирается исходя из требований точности, а шаг по псев#
довремени Δτ определяется условием Куранта–Фридрихса–Леви.
4.2. Неявная схема
Применение неявной схемы Эйлера 1#го порядка для дискретизации уравнения (1) приводит
к соотношению
(6)
Индекс n относится к слою по времени. Реализация подхода требует вычисления производной
∂R/∂U через известные значения вектора решения. 
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где
Для дискретизации по искусственному времени используется неявная схема Эйлера 1#го поряд#
ка, а для дискретизации по физическому времени – неявная трехслойная схема (схема BDS#2).
Опуская индекс n + 1, относящийся к слою по времени, запишем
(8)
Индекс n относится к слою по физическому времени (внешние итерации), а индекс m соответ#
ствует слою по искусственному времени (внутренние итерации).
Разложение невязки в узле i на слое m + 1 по псевдовремени в ряд Тейлора в окрестности ре#
шения на итерации m имеет вид
(9)
где ΔU = Um + 1 – Um. Учитывая линеаризацию невязки (9), уравнение (8) примет вид
Система разностных уравнений решается обобщенным методом взвешенных невязко (GMRES)
(см. [21]). При m = 1 решение задачи дает вектор Un + 1 (при этом R*  0). При Δτ = ∞ стацио#
нарное решение задачи получается за один шаг.
Условием прекращения итераций по искусственному времени служит как достижение задан#
ного количества итераций, так и выполнение критерия сходимости решения. При достижении
сходимости решения по внутренним шагам осуществляется переход на следующий шаг по физи#
ческому времени (Qn – l = Qn, Qn = Qm).
4.3. Сглаживание невязки
Для ускорения сходимости итераций по псевдовремени используется сглаживание невязки
(Residual smoothing)) (см. [20]). Невязка в узле сетки (в центре контрольного объема) заменяется
сглаженным средним или взвешенносредним невязок в соседних узлах сетки. Для увеличения
локального шага по псевдовремени средняя невязка рассчитывается неявным образом.
В узле k неструктурированной сетки средняя невязка находится из решения уравнения
(см. [20])
(10)
где R – исходная невязка,  – сглаженная невязка. Сглаживающий параметр вычисляется по
формуле (см. [20])
Под CFL* понимается максимальное число Куранта основной схемы. Решение уравнения (10)
получается при помощи итерационного метода Якоби
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После преобразований получим
Под Nk понимается число узлов, соседних с узлом k. 
5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Возможности метода предобусловливания демонстрируются на примере расчета свободно#
конвективного течения в зазоре между коаксиальными цилиндрами. В разработанном вычисли#
тельном алгоритме для хранения сетки используется информация о связях контрольных объемов
(матрица связности). Для упрощения распараллеливания программного кода в расчетах приме#
няются явные разностные схемы. Численные расчеты проводятся на графических процессорах
общего назначения (детали реализации и обсуждение ускорения программного кода выходят за
рамки статьи).
Для расчетов свободно#конвективных течений в рамках модели несжимаемой жидкости ши#
рокое применение находит приближение Буссинеска (в этом случае динамическая и тепловая за#
дачи оказываются взаимосвязанными). В рамках приближения Буссинеска применяется линей#
ная зависимость плотности от температуры ρ(T) = ρ0[1 – β(T – T0)], где β – коэффициент объем#
ного расширения, ρ0 – плотность при некоторой температуре T0. Приближение Буссинеска для
описания течения в условиях действия массовых сил является приемлемым, когда разница тем#
ператур между холодной и горячей стенками не превышает 30 градусов (см. [22]).
В общем случае для моделирования свободно#конвективных течений используются уравне#
ния Навье–Стокса (1) с источниковым членом в уравнении изменения импульса, учитывающим
действие потенциальных массовых сил. Для свободно#конвективных течений характерны малые
скорости, в связи с чем для их расчета находят применение методы предобусловливания (см. [21]).
Свободно#конвективные течения на основе полных уравнений Навье–Стокса моделируются
в [5], [23]. В [5] метод предобусловливания применяется для моделирования свободной конвек#
ции между концентрическими окружностями (число Рэлея составляет 4.7 × 104, а отношение
диаметров внешнего и внутреннего цилиндров – 2.6). Результаты расчетов сравниваются с дан#
ными физического и вычислительного эксперимента, приведенными в [24], [25] (число Рэлея
изменяется от 2.11 × 104 до 9.76 × 105, а расчеты проводятся в рамках приближения Буссинеска).
Нестационарная картина течения возникает при числах Рэлея, бóльших 105. Трехмерные расчеты
в рамках приближения Буссинеска проводятся в [26], а сравнение различных моделей турбулент#
ности дается в [27]. Наличие боковых стенок приводит к уменьшению коэффициента теплоотда#
чи вблизи них, что проявляется в наиболее существенной степени при высоких числах Рэлея.
Рассмотрим ламинарную свободную конвекцию воздуха в зазоре между двумя коаксиальны#




0( ) ε Ri
m 1– m,( )
k 1=
Nk








Фиг. 1. Схема расчетной области и сетка.
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Фиг. 2. Сходимость итерационного процесса на основе схемы Рое (а) и при использовании опции предобуслов#
ливания (б).
расчетной области приводится на фиг. 1а. Диаметры внутреннего и внешнего цилиндров равны
di = 3.56 см и do = 9.25 см, а их длина l = 20.32 см.
Структура течения зависит от отношения диаметров внешнего и внутреннего цилиндров
(в расчетах do/di = 2.6) и от числа Рэлея
где L = ro – ri. В расчетах число Рэлея изменяется от 10
2 до 105, а в основном расчетном варианте
для сравнения с экспериментальными и расчетными данными [24], [25] полагается, что RaL =
= 4.7 × 104 (при этом перепад температур составляет ΔT = 26.3 К, а температуры внутреннего и
внешнего цилиндров полагаются равными 321.38 К и 295.08 К). Для обработки результатов рас#
четов используются безразмерная температура и безразмерный радиус
Расчеты проводятся на сетке, содержащей 980 ячеек, со сгущением узлов к поверхности внут#
реннего и внешнего цилиндров для надлежащего разрешения пограничного слоя. Сетка для по#
ловины расчетной области приводится на фиг. 1б (сетка хранится в неструктурированном виде).
В расчетах с выключенной опцией предобусловливания имеет место стагнация итерационно#
го процесса – невязка практически не изменяется при увеличении числа итераций, что показы#
вает фиг. 2а. При использовании предобусловливания скорость сходимости в существенной сте#
пени улучшается. При этом невязка уменьшается на шесть порядков величины за 104 итераций,
как показывает фиг. 2б. Линии 1 соответствуют невязке давления, линии 2 – невязке скорости, а
линии 3 – невязке температуры.
Линии уровня температуры, направление течения и линии тока в серединной плоскости меж#
ду двумя горизонтально расположенными цилиндрами приводятся на фиг. 3–6 при различных
числах Рэлея.
При Ra = 102 теплообмен происходит за счет эффектов теплопроводности, а линии уровня
температуры представляют собой концентрические окружности фиг. 3). Увеличение числа Рэлея
до 103 приводит к усилению роли конвективного теплопереноса, а линии уровня температуры
перестают быть концентрическими окружностями, принимая слегка вытянутую форму в верти#
кальном направлении (фиг. 4). Дальнейший рост числа Рэлея до 104 приводит к тому, что конвек#
тивный перенос играет определяющую роль в формировании картины течения и теплообмена
(фиг. 5). Увеличение числа Рэлея изменяет также положение рециркуляционных зон, приводя к
RaL
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перемещению их центров в вертикальном направлении (вверх). При Ra = 105 (фиг. 6) толщина
теплового пограничного слоя на поверхности цилиндра увеличивается, а линии уровня темпера#
туры в верхней части расчетной области принимают более вытянутую в вертикальном направле#
нии форму.
Векторное поле скорости и линии уровня температуры в основном расчетном варианте (при
Ra = 4.7 × 104) показаны на фиг. 7.
При Ra = 4.7 × 104 распределения безразмерной температуры как функции безразмерного ра#
диуса в плоскостях симметрии, расположенных под углами 0, 90 и 180 градусов к вертикальной
(a) (б) (в)
Фиг. 4. Линии уровня температуры (а), векторное поле скорости (б) и линии тока (в) при Ra = 103.
(a) (б) (в)
Фиг. 5. Линии уровня температуры (а), векторное поле скорости (б) и линии тока (в) при Ra = 104.
(a) (б) (в)
Фиг. 3. Линии уровня температуры (а), векторное поле скорости (б) и линии тока (в) при Ra = 102.
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Фиг. 8. Распределения температуры в плоскостях симметрии, расположенных под углами 0 градусов (линия 1),
90 градусов (линия 2) и 180 (линия 3) градусов к вертикальной плоскости в сравнении с данными из [24] (значки ).
(a) (б) (в)
Фиг. 6. Линии уровня температуры (а), векторное поле скорости (б) и линии тока (в) при Ra = 105.
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плоскости, показывает фиг. 8 в сравнении с данными физического и вычислительного экспери#
мента, приведенными в [5], [24]. Имеет место достаточно хорошее согласование расчетных и
экспериментальных данных в различных плоскостях.
Температура понижается в области между стенкой внешнего цилиндра и внутреннего цилин#
дра, что соответствует разности фиксированных температур поверхностей двух цилиндров. Теп#
лый воздух поднимается и движется от стенки внутреннего цилиндра к внешнему и опускается в
нижнюю часть кольца после охлаждения. Воздух рециркулирует внутри кольца вследствие есте#
ственной конвекции. Наибольшая скорость наблюдается у стенок цилиндра в верхней части.
Распределения температуры в зазоре между цилиндрами в плоскости, расположенной под уг#
лом 90 градусов к вертикали, показывает фиг. 9 при различных числах Рэлея. При Ra = 102 (линия 1)
температура в зазоре между цилиндрами изменяется по зависимости, близкой к линейной (теп#
лоперенос происходит, в основном, за счет теплопроводности). Увеличение числа Рэлея до 105



























Фиг. 10. Распределения локального числа Нуссельта по поверхности внутреннего (а) и внешнего (б) цилиндра
при Ra = 102 (1), Ra = 103 (2), Ra = 104 (3), Ra = 105 (4).
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Локальные числа Нуссельта на поверхности внутреннего и внешнего цилиндров находятся из
соотношений
Под средним числом Нуссельта (обозначается при помощи угловых скобок) понимается ариф#
метическое среднее чисел Нуссельта, соответствующих внутреннему и внешнему цилиндрам.
Распределения локальных чисел Нуссельта по поверхности внутреннего и внешнего цилин#
дра приводятся на фиг. 10 для различных чисел Рэлея. В плоскости, расположенной под углом
90 градусов к вертикали, имеет место минимум числа Нуссельта на поверхности внутреннего ци#
линдра и максимум числа Нуссельта на поверхности внешнего цилиндра. При этом интересно










































Фиг. 12. Распределения локального числа Нуссельта по поверхности внутреннего (линия 1) и внешнего (линия 2)
цилиндра в сравнении с данными из [24] (значки ) при Ra = 4.7 × 104.
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Ra = 105. Локальный максимум числа Нуссельта наблюдается в плоскостях, расположенных под
углами 220 и 320 к вертикали, а локальный минимум числа Нуссельта наблюдается на поверхно#
сти внешнего цилиндра в плоскости, расположенной под углом 270 градусов к вертикали.
Изменение среднего числа Нуссельта во времени показывает фиг. 11. Штриховые линии соот#
ветствуют поверхности внутреннего цилиндра, а сплошные линии – поверхности внешнего ци#
линдра. Увеличение числа Нуссельта приводит к уменьшению времени, необходимого для до#
стижения стационарного решения. 
Сравнение расчетных распределений локального числа Нуссельта с данными физического
эксперимента из [24] дается на фиг. 12 и 13. Имеет место хорошее согласование расчетных и экс#
периментальных данных как в отношении локальных (локальное число Нуссельта), так и инте#
гральных (среднее число Нуссельта) характеристик теплообмена.
Экспериментальные и численные результаты, приведенные в [24], [25], обработаны при по#
мощи эквивалентной теплопроводности, которая определяется как отношение измеренного
теплопереноса в кольце к теплопереносу, полученному только за счет конвективного теплообме#
на. Для условий задачи при Ra = 4.7 × 104 эквивалентная теплопроводность равна 2.58 Вт/м
(в расчете на единицу длины цилиндра) (см. [24]). Согласно расчетным данным эквивалентная
теплопроводность составляет 2.54 Вт/м, что дает погрешность 1.6% относительно данных физи#
ческого эксперимента.
6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для расчета свободно#конвективных течений вязкого сжимаемого газа применяется метод
двойных шагов по времени. На каждом шаге по физическому времени осуществляется итераци#
онный процесс интегрирования основных уравнений по искусственному времени. При этом для
дискретизации по физическому времени и по искусственному времени применяются разност#
ные схемы различной точности и структуры. Для пространственной дискретизации уравнений
газовой динамики используется метод конечных объемов. Расчет конвективных и диффузион#
ных потоков через грани контрольного объема осуществляется при помощи полиномиальной
аппроксимации 2#го порядка точности. Система разностных уравнений, полученная при помо#
щи техники введения дополнительных итераций по искусственному времени на каждом шаге по
физическому времени, является аналогом системы разностных уравнений, соответствующей
установившемуся течению, что позволяет создать универсальный программный код, пригодный
для решения как нестационарных, так и стационарных задач.
Результаты решения тестовой задачи свободной конвекции позволяют сделать вывод о том,









Фиг. 13. Распределение среднего числа Нуссельта по данным расчета (сплошная линия) и физического экспе#
римента [24] (значки ).
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особенностей свободно#конвективных течений. Предобусловливание позволяет устранить зави#
симость скорости сходимости от числа Маха. Решение предобусловленных уравнений при ма#
лых числах Маха приводит к увеличению времени счета примерно на 10–15% (за счет увеличе#
ния числа арифметических операций) по сравнению со случаем, когда предобусловливание не
используется и решаются исходные уравнения.
Метод конечных объемов реализован на графических процессорах общего назначения, что
делает явные схемы конкурентноспособными по отношению к неявным методам расчета.
ПРИЛОЖЕНИЕ
Приводятся вспомогательные расчетные соотношения, необходимые для реализации метода
предобусловливания и метода двойных шагов по времени.
Структура вспомогательной матрицы
Матрица, обратная матрице K, записывается в виде
Столбцы матрицы K–1 имеют следующий вид:
K 1– R1 R2 R3 R4 R5, , , ,{ }.=
R1
Ur





2 H v 2–( ) m 1+( )bUr
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Здесь a = 1 + mβ , b = ρT/(ρcp), е = (m + 1)ρ. Под v понимается вектор скорости.
Схема Рунге–Кутты
В общем случае явная схема Рунге–Кутты имеет вид
Здесь αk = l/(m – k + 1), k = 1, 2, …, m. Индексы n и m соответствуют слою по времени и порядку
схемы Рунге–Кутты. Под R понимается невязка, полученная при дискретизации невязких и вяз#
ких потоков.
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